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摘 要： 逐步非凸方法（ＧＮＣ）和增广拉格朗日对偶在非凸非光滑图像恢复中有较高的恢复性能．然而分别使用
这两种方法时ＧＮＣ不能够保证全局收敛，增广拉格朗日对偶不能获得有效的初始值．为克服上述缺陷，本文通过转换
原始问题为等式约束优化问题推出了一种基于ＧＮＣ和增广拉格朗日对偶的组合图像恢复方法，并对其收敛性严格证
明．该方法不仅可以获得有效的初始值，同时不要求问题具有凸性和光滑性．更多地，一个自适应能量函数通过对偶迭
代而得到．实验结果表明推出的方法可以有效地提高图像恢复质量和算法效率．
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１ 引言

数字图像恢复广泛应用于军事、医学等高科技领

域［１］．一般地，原始图像 ｆ^∈Ｆ（ＦＲｌ为紧集）和观测图
像 ｇ∈Ｒｑ的关系为：

ｇ＝Ａ^ｆ－ｂ （１）
其中 Ａ∈Ｒｑ×ｌ代表由运动模糊、辐射失真等原因引起的
退化系统，ｌ＝ｌ１×ｌ２，ｌ１和 ｌ２分别是图像表达为矩阵时
的行数和列数，ｂ∈Ｒｑ为加性噪声．

图像恢复通常利用退化系统 Ａ，观测图像 ｇ，加性
噪声 ｂ的某些信息去寻找原始图像 ｆ^的理想估计ｆ．
然而由于 Ａ的强稀疏性，仅利用模型式（１）的逆过程求
解往往为病态问题．因此利用原始图像的先验信息和式
（１）来定义正则化解成为了最有效的方法之一，即 ｆ为
如下能量函数的一个最小值点：

Ｊ（ｆ）＝θ（Ａｆ－ｇ）＋αΦ（ｆ） （２）
其中函数θ：Ｒｑ→Ｒ表示向量Ａｆ与ｇ的数据差的某种
度量，正则项Φ表示ｆ的某些先验信息，正则参数α＞０
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用来均衡以上两项．
本文中，我们利用Φ（ｇ）估计Φ（ｆ），即令Φ（ｆ）

＝βΦ（ｇ）（假设 ｌ１＝ｌ２，推出的方法易推广至 ｌ１≠ｌ２情
形），于是式（２）转化为如下等式约束优化问题：

（Ｐ）
ｍｉｎ
ｆ∈Ｆ
θ（Ａｆ－ｇ）

ｓ．ｔ．Φ（ｆ）＝βΦ（ｇ
{

）
（３）

其中参数β＞０用来平衡Φ（ｇ）和Φ（ｆ），可根据不同的
噪声及污染设定．类似地，β和Φ（ｆ）分别称为正则参数
和正则项．

一般地，θ（ｘ）＝‖ｘ‖２２，正则项 Φ（ｆ）＝∑
ｉ∈Ｉ
φ

（‖Ｄｉｆ‖２），其中集合 Ｉ＝｛１，２，…，ｌ｝，φ：Ｒ→Ｒ＋ ＝
ｔ∈Ｒ，ｔ{ }０为连续惩罚函数，矩阵 Ｄｉ∈Ｒｐ×ｌ为差分
算子，用来产生第 ｉ个像素点和其ｐ个相邻像素点的差
分向量．我们令 ｐ＝２，则 Ｄｉ＝ Ｄ１ｉ；Ｄ２[ ]ｉ，其中
ｉ∈Ｉ１＝｛ｌ２，２ｌ２，…，ｌ１ｌ２｝Ｄ１ｉ［ｊ］＝０，

ｊ＝１，…，ｌ
ｉＩ１Ｄ１ｉ［ｉ］＝－１，Ｄ１ｉ［ｉ＋１］＝１且

ｊ｛ｉ，ｉ＋１｝，有 Ｄ１ｉ［ｊ］










＝０

ｉ∈Ｉ２＝｛（ｌ１－１）ｌ２＋１，（ｌ１－１）ｌ２＋２，…，ｌ１ｌ２｝

Ｄ２ｉ［ｊ］＝０，ｊ＝１，…，ｌ

ｉＩ２Ｄ２ｉ［ｉ］＝－１，Ｄ２ｉ［ｉ＋ｌ２］＝１且

ｊ｛ｉ，ｉ＋ｌ２｝，有 Ｄ２ｉ［ｊ］










＝０

．

众所周知，惩罚函数φ在图像恢复中扮演着重要

角色，得到了广泛关注［２～９］．对于边界整齐的图像，理论
和实验结果表明非凸非光滑惩罚函数：

λｔ
１＋λｔ

，ｌｏｇ（λｔ＋１），ｔλ（λ∈（０，１））

等有较高的恢复性能，但其不可微性引起了许多数值

计算困难［５，６］，因此 ＧＮＣ被广泛用来处理此类问
题［７～９］．为获得有效初始值，该方法采用一序列的非凸
非光滑近似惩罚函数φεｋ逐步逼近φ（０＝ε０＜ε１＜…＜

εｎ＝１，φεｎ＝φ），获得了较好的恢复效果．其中，文献［９］
分别以拟合 ｆ和Ｄｆ为基础推出了两种相关方法，实验
结果表明其有较高的恢复性能，然而理论上不能够保

证全局收敛．
另一方面，在处理非凸非光滑问题中增广拉格朗

日对偶表现出了优良的性能［１０～１２］．不足之处为尽管理
论表明零对偶间隙成立时，利用对偶问题可求解相应

原始优化问题的精确解，但实际中存在较多数值计算

困难，特别是对于非凸非光滑问题．
鉴于此，本文推出了一种基于 ＧＮＣ和增广拉格朗

日对偶的组合图像恢复方法并对其收敛性进行严格证

明．该方法不仅可以得到有效的初始值，同时不要求问
题具有凸性和光滑性．更多地，一个自适应能量函数通

过对偶迭代而得到．数值实验分别以拟合 ｆ和Ｄｆ为例，
说明了该方法的恢复性能．

２ 预备知识

本节我们首先介绍基本增广拉格朗日对偶，其次

给出求解式（３）的具体对偶方法及相关性质．特别地，
下面仅以拟合 ｆ的情形为例具体介绍推出的方法，为
更加有效地表明方法的性能，拟合 Ｄｆ情形的实验结果
将在５．２中给出．记：Ｒ＋＝｛ｔ∈Ｒ｜ｔ＞０｝，Ｒ＋＝｛ｔ∈Ｒ｜
ｔ≠０｝，Ｈｅｒ（Ａ）＝｛ｘ∈Ｒｌ｜Ａｘ＝０｝．
一般地，问题：

ｍｉｎ
ｆ∈Ｆφ
（ｆ）

ｓ．ｔ．φ
－
（ｆ）

{
＝０

（４）

增广拉格朗日式 Ｌ为：

Ｌ（ｆ，ｃ，ｅ）＝φ（ｆ）＋ｃσ（φ
－
（ｆ））－〈φ

－
（ｆ），ｅ〉 （５）

其中φ，φ
－
，σ为连续函数，σ满足：ｍｉｎσ＝０，σ０，

ａｒｇｍｉｎσ＝０．参数 ｃ０为惩罚乘子，向量 ｅ为对偶变
量，〈．，．〉为内积．基于式（５），定义如下对偶函数：

Ｈ（ｃ，ｅ）＝ｍｉｎ
ｆ∈Ｆ
Ｌ（ｆ，ｃ，ｅ）．

于是式（４）的对偶问题为：
（Ｄ）ｍａｘ

（ｃ，ｅ）
Ｈ（ｃ，ｅ）

次梯度等许多方法可有效求解该凹优化问题［５，１３～１５］．
那么，若已知对偶迭代

（ｃｍ，ｅｍ）＝（ｃｍ－１，ｅｍ－１）＋ｔｍ－１ｄｍ－１ （６）
则

ｆｍ∈ａｒｇｍｉｎ
ｆ∈Ｆ
Ｌ（ｆ，ｃｍ，ｅｍ）

其中 ｔｍ－１为步长，ｄｍ－１为 Ｈ在点（ｃｍ－１，ｅｍ－１）的次梯度
方向（见第４部分）．

针对图像恢复问题式（３），令σ（ｔ）＝ ｔ，式（５）转
化为：

Ｌ（ｆ，ｃ，ｅ）＝‖Ａｆ－ｇ‖２２＋ｃΦ（ｆ）－βΦ（ｇ）
－〈Φ（ｆ）－βΦ（ｇ），ｅ〉，

具体求解方法如上所述．特别地，此时 ｅ为实数，有益
于计算．

引理 １［５］ （１）ｍｉｎ（Ｐ）ｍａｘ（Ｄ）；（２）假设（Ｐ）中
Φ（ｆ）连续，集合 Ｆ是紧集且可行解存在，则 ｍｉｎ（Ｐ）＝
ｍａｘ（Ｄ）且 ｍｉｎ（Ｐ）的解存在．

引理２［１０］ 假设 ｍｉｎ（Ｐ）＝ｍａｘ（Ｄ），若（ｃｍ，ｅｍ）和
珓ｆ∈Ｆ满足：

ｍｉｎ
ｆ∈Ｆ
Ｌ（ｆ，ｃｍ，ｅｍ）＝‖Ａｆ

～
－ｇ‖２２＋ｃｍ Φ（ｆ

～
）－βΦ（ｇ） －

〈Φ（ｆ
～
）－βΦ（ｇ），ｅ

ｍ〉，

则Φ（ｆ
～
）＝βΦ（ｇ）当且仅当 ｆ

～
、（ｃｍ，ｅｍ）分别为ｍｉｎ（Ｐ）和

ｍａｘ（Ｄ）的解．
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引理 ３［１０］ 令 Ｆ为非空紧集，Ｓ（ｃｍ，ｅｍ）为ｍｉｎ
ｆ∈Ｆ

｛‖Ａｆ－ｇ‖２２＋ｃｍ｜Φ（ｆ）－βΦ（ｇ）｜－〈Φ（ｆ）－βΦ（ｇ），

ｅｍ〉｝，的解集．若Φ（ｆ）连续且对于（ｃｍ，ｅｍ）有 Ｓ（ｃｍ，
ｅｍ）≠ ，则 当 ｆｍ ∈ Ｓ（ｃｍ，ｅｍ）时 ｓｍ ＝
（Φ（ｆｍ）－βΦ（ｇ），βΦ （ｇ）－Φ（ｆ

ｍ））为 Ｈ 在 点
ｃｍ，ｅ( )ｍ 的次梯度．
引理 ４［９］ 若惩罚函数φ和近似惩罚函数φεｋ满

足：

（１）ｋｅｒ（Ａ）∩ｋｅｒ（Ｄ）＝｛０｝，其中 Ｄ＝［ＤＴ１，…，ＤＴｌ］Ｔ．
（２）φ（ｔ）在 Ｒ上连续对称，在 Ｒ＋上单调递增，

φ（０）＝０，φ′（０
＋）＞０．

（３）Ｍ＝｛ｔ∈Ｒ＋：φ′（ｔ
－）＞φ′（ｔ

＋）且－∞＜φ″（ｔ
－）＜φ″（ｔ

＋）

０｝为一个有限点集（可为），且φ( )ｔ∈Ｃ２（Ｒ＋／Ｍ）．
（４）φ″（０

＋）＜０，ｌｉｍ
ｔ→∞φ

″（ｔ）＝０，在集合 Ｒ＋／Ｍ上

φ″（ｔ）单调递增且φ″（ｔ）０．
（５）φ′（０

＋）＞０及φ″（ｔ
＋）＜０有界，φε０（ｔ）＝

φ′（０
＋）｜ｔ｜．
（６）εｋ∈ ０，[ ]１，φεｋ（ｔ）在 Ｒ上连续对称，φεｋ（ｔ）∈

Ｃ２（Ｒ＋），φεｋ（０）＝０，φ
′
εｋ
（０＋）＞０和φ

″
εｋ
（０＋）＜０有界，在

集合 Ｒ＋上φ
″
εｋ
（ｔ）＜０．

则函数εｋ（ｔ）＝φεｋ（ｔ）－φ′εｋ（０
＋）ｔ满足：

（ａ）ε０（ｔ）＝０，在集合 Ｒ上ε１（ｔ）＝φ（ｔ）－φ′（０
＋）

｜ｔ｜；
（ｂ）εｋ∈ ０，[ ]１，′εｋ（０）＝０，′εｋ（ｔ）∈Ｃ

２，在集合

Ｒ上″εｋ（－ｔ）＝
″
εｋ
（ｔ）＜０．

３ 算法

针对问题式（３），由引理１易知零对偶间隙成立．这
一部分我们推出一个基于ＧＮＣ和增广拉格朗日对偶的
组合图像恢复算法．第５部分中数值实验将说明该方法
的有效性．

首先令 Ｌ由函数序列Ｌεｋ（ｆ，ｃ，ｅ）：

‖Ａｆ－ｇ‖２２＋ｃΦεｋ（ｆ）－βΦεｋ（ｇ） －〈Φεｋ（ｆ）－βΦεｋ（ｇ），ｅ〉，

逐步逼近，其中Φεｋ（ｆ）＝∑
ｉ∈Ｉ
φεｋ（‖Ｄｉｆ‖２），φεｋ为非凸

非光滑函数．假设φεｋ满足引理４，且令αεｋ＝φ
′
εｋ
（０＋），φεｋ

＝εｋ（ｔ）＋αεｋ ｔ，由文献［９］可得

Ｌεｋ（ｆ，ｃ，ｅ）＝‖Ａｆ－ｇ‖
２
２

－

（ｅ－ｃ）Ψεｋ（ｆ）＋αεｋ∑ｉ∈Ｉ‖Ｄｉｆ‖２－βΦεｋ
（ｇ[ ]） ，

若Φεｋ
（ｆ）－βΦεｋ（ｇ）０

（ｃ＋ｅ）Ψεｋ（ｆ）＋αεｋ∑ｉ∈Ｉ‖Ｄｉｆ‖２－βΦεｋ
（ｇ[ ]） ，













其它

（７）

其中Ψεｋ（ｆ）＝∑
ｉ∈Ｉ
εｋ（‖Ｄｉｆ‖２）．由于为 Ｄｉ离散梯度

算子，∑
ｉ∈Ｉ
‖Ｄｉｆ‖２等价于总变分正则，记其为ＴＶ（ｆ）．

针对式（７），引进辅助变量 ｕ∈Ｒｌ从不可微项中转
换变量ｆ［９］，加权拟合项ω‖ｆ－ｕ‖２２用来控制 ｆ和ｕ
的接近程度，ω＞０．于是式（７）变为：

Ｌ
＾

εｋ
（ｆ，ｕ，ｃ，ｅ）＝‖Ａｆ－ｇ‖２２＋ω‖ｆ－ｕ‖２２

－

（ｅ－ｃ）Ψεｋ（ｆ）＋αεｋＴＶ（ｕ）－βΦεｋ（ｇ[ ]），
若Φεｋ（ｆ）－βΦεｋ（ｇ）０

（ｃ＋ｅ）Ψεｋ（ｆ）＋αεｋＴＶ（ｕ）－βΦεｋ（ｇ[ ]），










其它

（８）

求解式（８）方法如下：
（１）当 ｆ确定时，该问题为标准ＴＶ去噪问题，即：

ｕ（ｍ，εｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｆ
Ｌ
＾

εｋ
（ｆ（ｍ－１，εｋ），ｕ，ｃ（ｍ，εｋ），ｅ（ｍ，εｋ））．

许多去噪方法［１６，１７］可用来求解．类似文献［９］，本文采
用Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ投影算法［１７］．

（２）当 ｕ确定时，式（７）为如下标准去模糊问题：

ｆ（ｍ，εｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∈Ｆ
Ｌ
＾

εｋ
（ｆ，ｕ（ｍ，εｋ），ｃ（ｍ，εｋ），ｅ（ｍ，εｋ））．

由于 ｆ未知，Φεｋ（ｆ）－βΦεｋ（ｇ）的正负不易确定．然

而ｕｍ与ｆｍ有较高的相似度，因此本文利用 ｕｍ替代ｆｍ

判断Φεｋ（ｆ）－βΦεｋ（ｇ）的正负，第 ５部分的实验结果说

明了可行性．此时目标函数 Ｌ
＾
（．，ｕ（ｍ，εｋ），ｃ（ｍ，εｋ），ｅ（ｍ，εｋ））

为二次可微函数，许多基于梯度的方法可用来求

解［５，１３］．为保持一致性，类似文献［９］我们利用拟牛顿法
求解，具体如下：

若εｋ＝０，求解
（ＡＴＡ＋ωＩ）ｆ（ｍ，εｋ）＝ＡＴｇ＋ωｕ（ｍ，εｋ），

若εｋ≠０，求解

（２ＡＴＡ＋２ωＩ）Δｆ（ｍ－１，εｋ）＝－ｆＬ
＾

εｋ
，

同时令 ｆ（ｍ，εｋ）＝ｆ（ｍ－１，εｋ）＋τΔｆ（ｍ－１，εｋ），其中

ｆＬ
＾

εｋ
＝２ＡＴ（Ａｆ（ｍ－１，εｋ）－ｇ）＋２ω（ｆ（ｍ－１，εｋ）－ｕ（ｍ，εｋ））

－
（ｅ（ｍ，εｋ）－ｃ（ｍ，εｋ））Ψεｋ，若Φεｋ（ｕ

（ｍ，εｋ））－βΦεｋ（ｇ）０

（ｅ（ｍ，εｋ）＋ｃ（ｍ，εｋ））Ψεｋ
{ ，其它

．

综上所述，算法如下：

步１ 令ε０＝０，Δε＝１／ｎ，ｆ（０，０）＝ｇ，Ａｂｓ（绝对误
差）＝１０－４，初始化β，τ．

步２ 若εｋ＋Δε＞εｎ，停止．否则令 ｍ＝１，ＲｅＥｒｒ（相
对误差）＝Ａｂｓ＋１，初始化ω，ｃ（１，εｋ），ｅ（１，εｋ）．

步３ 使用 Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ投影算法计算 ｕ（ｍ，εｋ），其中

λ＝
αεｋ（ｃ

（ｍ，εｋ）－ｅ（ｍ，εｋ））／２ω，若Φεｋ（ｆ
（ｍ－１，εｋ））－βΦεｋ（ｇ）０

－αεｋ（ｅ
（ｍ，εｋ）＋ｃ（ｍ，εｋ））／２ω{ ，其它

．
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步４ 利用上述拟牛顿法求解 ｆ（ｍ，εｋ）．
步５ 若Φεｋ（ｆ

（ｍ，εｋ））－βΦεｋ（ｇ）＝０，算法停止，输

出 ｆ（ｍ，εｋ）．
步６ 计算ＲｅＥｒｒ＝‖ｆ（ｍ，εｋ）－ｆ（ｍ－１，εｋ）‖２／‖ｆ（ｍ，εｋ）

‖２．若ＲｅＥｒｒ＞Ａｂｓ，增大ω，令 ｍ＝ｍ＋１，利用式（６）更
替参数 ｃ、ｅ，转至步３．

步７ ｆ（０，εｋ＋１）＝ｆ（ｍ，εｋ），εｋ＋１＝εｋ＋Δε，转至步２；
算法终止．

注１ 当步５成立时，由引理２知 ｆ（ｍ，εｋ）为第εｋ个
近似能量函数的最优值点．

４ 收敛性分析

下面我们将说明推出的方法对偶收敛，即：对偶函

数序列 Ｈ（ｃ，ｅ）收敛于最优值点 Ｈ
－
．

引理５［１４］ 令（珓ｃ，珓ｅ）和（ｃｍ，ｅｍ）为两次迭代，ｓｍ定
义如上．若珟Ｈ＝Ｈ（珓ｃ，珓ｅ）Ｈ（ｃｍ，ｅｍ）＝Ｈｍ，ｄｍ＝ｓｍ＋
γ
ｍｄｍ－１，则：

（珓ｃ，珓ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ[ ]）．ｄｍ珟Ｈ－Ｈｍ０．
其中

γ
ｍ＝

－δｍｄｍ－１．ｓｍ／‖ｄｍ－１‖２２，若 ｄｍ－１．ｓｍ＜０
０{ ，其它 ，

０δｍ２（参看文献［１４］知，通常令δｍ＝１．５）．
引理６［１４］ 令（ｃｍ，ｅｍ）为任一迭代，ｓｍ、ｄｍ定义如

上．若珟Ｈ＝Ｈ（珓ｃ，珓ｅ）Ｈ（ｃｍ，ｅｍ）＝Ｈｍ且对ｍ及δｍ有
０＜ｔｍ（珟Ｈ－Ｈｍ）／‖ｄｍ‖２２， （９）

那么

（珓ｃ，珓ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ[ ]）．ｄｍ （珓ｃ，珓ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ[ ]）．ｓｍ．
定理１ 假设（ｃｍ，ｅｍ）不是对偶问题的解，那么

对于任一对偶解（ｃ
－
，ｅ
－
）有：

‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ＋１，ｅｍ＋１）‖２‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ）‖２．
证明由式（９）易知

ｔｍ‖ｄｍ‖２２珚Ｈ－Ｈｍ２（珚Ｈ－Ｈｍ），
结合引理５，引理６

ｔｍ‖ｄｍ‖２２２（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ[ ]）．ｄｍ．
那么

‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ＋１，ｅｍ＋１）‖２２＝‖（珋ｃ，珋ｅ）－ｔｍｄｍ－（ｃｍ，ｅｍ）‖２２
＝‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ）‖２＋ｔ２ｍ‖ｄｍ‖２２－２ｔｍｄｍ‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ）‖２，

于是

‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ＋１，ｅｍ＋１）‖２２‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ）‖２２，
即：序列‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ，ｅｍ）‖２单调递减．证毕．

定理２ 若（ｃｍ，ｅｍ）为任一迭代，令步长 ｔｍ＝（Ｈ
－
－

Ｈｍ）／‖ｄｍ‖２２，则 Ｈｍ
ｍ→＋∞

→Ｈ
－
．

证明

‖（珋ｃ，珋ｅ）－（ｃｍ＋１，ｅｍ＋１）‖２２＝（珋ｃ－ｃｍ＋１）２＋（珋ｅ－ｅｍ＋１）２

＝（珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）２＋ｔ２ｍ‖ｄｍ‖２２＋２ｔｍ〈珋ｃ－ｃｍ，
珋ｅ－ｅｍ〉．ｄｍ

（珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）２＋ｔ２ｍ‖ｄｍ‖２２＋２ｔｍ（珚Ｈ－Ｈｍ）

（珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）２－（珚Ｈ－Ｈｍ）２／‖ｄｍ‖２２，
于是可得：

（珚Ｈ－Ｈｍ）２＝‖ｄｍ‖２２ （珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）( )[ ２

－ （珋ｃ－ｃｍ＋１）２＋（珋ｅ－ｅｍ＋１）( ) ]２ ．
由定理 １易知数列 （珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）{ }２ 单调递

减有下界，则该数列收敛且

ｌｉｍ
ｍ→∞

（珋ｃ－ｃｍ）２＋（珋ｅ－ｅｍ）( )２ － （珋ｃ－ｃｍ＋１）２＋（珋ｅ－ｅｍ＋１）( )[ ]２ ＝０．

结合 Ｆ为紧集，Φ（ｆ）连续，数列 ‖ｄｍ‖{ }２２ 有界可得
Ｈｍ
ｍ→＋∞

→珚Ｈ，即 Ｈｍ对偶收敛．证毕．

注２ 一般地，珚Ｈ为未知量，同时由于 Ｌ（ｇ，ｃｍ，ｅｍ）
为 Ｈｍ上界，本文采用如下方式估计步长：

ｔｍ＝μ
Ｌ（ｇ，ｃｍ，ｅｍ）－Ｈｍ

‖ｄｍ‖２２
， （１０）

参数μ∈（０，１）用来调节 ｔ
ｍ．更多地，内点法等许多方法

可用来近似求解 Ｈｍ的上界［５，１３］．

５ 实验

这一部分，我们将分别以拟合 ｆ和Ｄｆ为基础给出
本文方法与文献［９］中两种方法的相关对比试验结果，
说明本文方法的有效性．类似文献［９］，测试图像选为
Ｃａｍｅｒａｍａｎ（２５６×２５６），Ｌｅｎａ（５１２×５１２），ｊｅｔｐｌａｎｅ（５１２×
５１２）三个经典测试图片．所有实验均在 ＭＡＴＬＡＢ２０１０ａ，
Ｃｏｒｅ（ＴＭ）为１６６ＧＨｚ，ＲＡＭ为２ＧＢ环境下完成，并取１０
次实验结果的平均值．

通过实验，令文献（１０）中参数μ＝００００１．ｃ
（１，εｋ）和

ｅ（１，εｋ）分别在区间［００１５，００２５］、［０００５，０１５］中随机
产生．为保持与文献［９］一致，ω的初始值设定为 １１，
并在每一步内迭代中以１８ω的速度递增；５．１中Ｃｈａｍ
ｂｏｌｌｅ方法的步长取为０２５；文献［９］中方法的正则参数
为００１５；φ及φεｋ形式如下：

φ( )ｔ＝ λｔ１＋λｔ
，φεｋ

( )ｔ＝ λｔ
１＋εｋλｔ

，

其中λ＝０５．退化函数为经过截取且支撑集分别为７×
７（σ＝１，β＝０２３）、９×９（σ＝１５，β＝０２１）、１１×１１（σ＝
２，β＝０２）的二维高斯函数：

ｈ（ｓ，ｔ）＝ｅｘｐ（－ｓ
２－ｔ２
２σ２

），（－３ｓ，ｔ３）．

加性噪声选用均值为 ０，标准差分别为 ００１，００５，０１
和０２的高斯噪声．

测试中，ＣＰＵ运行时间（ｓｅｃｏｎｄｓ）度量算法效率，
ＲｅＥｒｒ、信噪比ＳＮＲ（ｄｂ）、峰值信噪比 ＰＳＮＲ（ｄｂ）：
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ＲｅＥｒｒ＝‖
ｆ（ｍ，εｋ）－ｆ（ｍ－１，εｋ）‖２
‖ｆ（ｍ，εｋ）‖２

，

ＳＮＲ＝２０ｌｏｇ１０（
‖ｆ

＾

‖２

‖ｆ（ｍ，εｋ）－ｆ
＾

‖２
），

ＰＳＮＲ＝－２０ｌｏｇ１０（
‖ｆ（ｍ，εｋ）－ｆ

＾

‖２
ｌ１ｌ２

）度量图像恢复

质量．
５１ 拟合 ｆ

下面将给出当对 ｆ进行拟合时本文与 文献［９］中

算法的对比试验结果．首先我们用两个例子说明本文
推出的方法可以有效提高图像恢复质量．图１（ａ），图２
（ａ）表示原始图像，图１（ｂ），图２（ｂ）表示观测图像．图１
（ｃ）为文献［９］恢复的 Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像，图 １（ｄ）为本文
恢复的 Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像，其中退化函数支撑集为９×９，
高斯噪声标准差为００５．图２（ｃ）为文献［９］恢复的 ｊｅｔ
ｐｌａｎｅ图像，图２（ｄ）为本文恢复的 ｊｅｔｐｌａｎｅ图像，其中退
化函数支撑集为９×９，高斯噪声标准差为０２．针对不
同的条件，更多的恢复结果摘要在表１，表２中．

表１ Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像恢复结果

Ｎｏｉｓｅ Ｂｌｕｒ
ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＣＰＵ ＲｅＥｒｒ

文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文

０．０１ ７ １９．９６ １９．９８ ２５．５４ ２５．５４ ８．７０ ７．６２ ２．５４ｅ－００５ ８．９２ｅ－００６

９ １８．５４ １８．５７ ２４．１３ ２４．２２ １１．６４ ９．９９ ２．４６ｅ－００５ ８．８４ｅ－００６

１１ １７．５２ １７．５０ ２３．１１ ２３．３３ １４．０１ １１．９９ ２．４３ｅ－００５ ８．６４ｅ－００６

０．０５ ７ １９．７７ １９．８３ ２５．３５ ２５．３７ ９．９１ ７．９３ ３．０５ｅ－００５ ８．８４ｅ－００６

９ １８．６８ １８．７２ ２４．３６ ２４．４５ １２．４２ １０．０９ ２．８１ｅ－００５ ８．５４ｅ－００６

１１ １７．４６ １７．４７ ２３．０５ ２３．１６ １４．６６ １０．１７ ２．６３ｅ－００５ ８．６２ｅ－００６

０．１ ７ １８．９５ １９．０１ ２４．７３ ２４．７０ ８．８６ ７．０７ ２．９７ｅ－００５ ８．６４ｅ－００６

９ １８．０６ １８．１９ ２３．６４ ２３．８８ １２．７０ ９．００ ２．９３ｅ－００５ ８．５９ｅ－００６

１１ １７．２３ １７．２４ ２２．８１ ２２．８１ １６．０２ １４．０３ ２．８４ｅ－００５ ８．４４ｅ－００６

０．２ ７ １６．０２ １６．１７ ２１．６０ ２１．６６ １５．１０ １２．１６ ２．７０ｅ－００５ ８．５４ｅ－００６

９ １６．１９ １６．１８ ２１．７７ ２１．８６ １４．７３ １２．６２ ２．７７ｅ－００５ ８．４２ｅ－００６

１１ １５．１７ １５．２１ ２０．７６ ２０．８３ １４．７３ １１．６０ ２．９２ｅ－００５ ８．５６ｅ－００６
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表２ ｊｅｔｐｌａｎｅ图像恢复结果

Ｎｏｉｓｅ Ｂｌｕｒ
ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＣＰＵ ＲｅＥｒｒ

文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文

０．０１ ７ ２７．６８ ２７．７６ ３０．５２ ３０．５４ ４６．８８ ３８．８４ １．９３ｅ－００５ ７．８４ｅ－００６

９ ２５．７３ ２５．７３ ２８．５７ ２８．６５ ５９．２５ ５０．９９ １．９２ｅ－００５ ７．４４ｅ－００６

１１ ２４．３０ ２４．３１ ２７．１４ ２７．１９ ６６．１１ ５７．９９ １．８７ｅ－００５ ７．５４ｅ－００６

０．０５ ７ ２７．２３ ２７．２０ ３０．０７ ３０．１３ ４７．１１ ３８．９３ ２．２２ｅ－００５ ７．９９ｅ－００６

９ ２５．４９ ２５．５１ ２８．３３ ２８．３３ ５９．２５ ４９．０６ ２．１０ｅ－００５ ８．１２ｅ－００６

１１ ２４．１６ ２４．２７ ２７．００ ２７．０９ ６９．００ ５８．１７ ２．０１ｅ－００５ ８．２２ｅ－００６

０．１ ７ ２５．７１ ２５．８０ ２８．５５ ２８．６７ ４７．９２ ３７．０７ ２．１９ｅ－００５ ８．２１ｅ－００６

９ ２４．６９ ２４．８１ ２７．５３ ２７．７８ ５８．８０ ４８．０３ ２．１１ｅ－００５ ８．３１ｅ－００６

１１ ２３．６４ ２３．６８ ２６．４８ ２６．５６ ６７．１６ ５８．０３ ２．０８ｅ－００５ ８．０１ｅ－００６

０．２ ７ ２１．５４ ２１．６７ ２４．２８ ２４．２６ ７１．０６ ５７．１６ ２．００ｅ－００５ ８．３４ｅ－００６

９ ２１．４７ ２１．５５ ２４．０１ ２４．１９ ６６．８６ ５５．６２ ２．０４ｅ－００５ ８．３６ｅ－００６

１１ １９．４２ １９．４２ ２２．２６ ２２．３３ ６９．４８ ５７．６０ ２．１８ｅ－００５ ８．２２ｅ－００６

图１，图２表明本文方法图像恢复质量较文献［９］
有较为明显的提高．针对不同高斯噪声及退化函数支
撑集，表１，表２指出在绝大部分情况下ＳＮＲ、ＰＳＮＲ值高
于文献［９］中结果，ＣＰＵ运行时间及 ＲｅＥｒｒ在任一情况
得到明显改进．因此当对 ｆ进行拟合时，推出的方法具
有优良的恢复性能．
５２ 拟合 Ｄｆ．

下面将给出当对 Ｄｆ进行拟合时本文与文献［９］中
算法的对比实验结果．特别地，如第２部分所述，为简单

起见，具体算法本文略．类似５１，首先利用两个例子说
明本文方法的恢复效果．图３（ａ），图４（ａ）表示原始图
像，图３（ｂ），图４（ｂ）表示观测图像．图３（ｃ）为文献［９］
恢复的 Ｌｅｎａ图像，图３（ｄ）为本文恢复的 Ｌｅｎａ图像，其
中退化函数支撑集为７×７，高斯噪声标准差为０１．图４
（ｃ）为文献［９］恢复的 ｊｅｔｐｌａｎｅ图像，图４（ｄ）为本文恢复
的ｊｅｔｐｌａｎｅ图像，其中退化函数支撑集为１１×１１，高斯噪
声标准差为０２．更多条件下的恢复结果将在表３，表４
中列出．

９６２第 ２ 期 刘晓光：一种基于ＧＮＣ和增广拉格朗日对偶的非凸非光滑图像恢复方法



表３ Ｌｅｎａ图像恢复结果

Ｎｏｉｓｅ Ｂｌｕｒ
ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＣＰＵ ＲｅＥｒｒ

文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文

０．０１ ７ ２５．２９ ２５．２８ ３０．９４ ３０．９４ １１．３６ ９．８４ ２．１１ｅ－００５ ８．４３ｅ－００６

９ ２３．７５ ２３．７７ ２９．４０ ２９．４２ １２．５６ １０．９９ ２．１７ｅ－００５ ８．４７ｅ－００６

１１ ２２．５９ ２２．６０ ２８．２４ ２８．２９ １４．１２ １０．９９ ２．５０ｅ－００５ ８．１４ｅ－００６

０．０５ ７ ２４．７１ ２４．８３ ３０．３６ ３０．３７ １０．９５ ８．９３ １．６０ｅ－００５ ７．８９ｅ－００６

９ ２３．３７ ２３．５１ ２９．０３ ２９．０７ １３．１８ １０．０９ １．７８ｅ－００５ ８．０８ｅ－００６

１１ ２２．３４ ２２．３７ ２８．００ ２８．１６ １３．７４ １０．１７ １．９２ｅ－００５ ８．２３ｅ－００６

０．１ ７ ２３．１３ ２３．１３ ２８．７９ ２８．８３ １１．８６ １０．０７ １．３０ｅ－００５ ７．４９ｅ－００６

９ ２２．４４ ２２．５１ ２８．１０ ２８．１８ １３．８１ １１．００ １．４３ｅ－００５ ７．６９ｅ－００６

１１ ２１．７８ ２１．８８ ２７．４４ ２７．４６ １５．０２ １３．７３ １．５０ｅ－００５ ７．８９ｅ－００６

０．２ ７ １９．２３ １９．２７ ２４．８９ ２４．８９ １７．８２ １５．１６ １．４７ｅ－００５ ８．２１ｅ－００６

９ １８．８０ １８．８６ ２４．４６ ２４．４６ １７．８３ １５．６２ １．４３ｅ－００５ ７．９５ｅ－００６

１１ １６．８６ １６．８４ ２２．５２ ２２．５３ ２１．２５ １８．６０ １．５３ｅ－００５ ７．９９ｅ－００６

表４ ｊｅｔｐｌａｎｅ图像恢复结果

Ｎｏｉｓｅ Ｂｌｕｒ
ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＣＰＵ ＲｅＥｒｒ

文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文 文献［９］ 本文

０．０１ ７ ２７．７７ ２７．７６ ３０．６１ ３０．６４ ９．４８ ８．８４ ２．６８ｅ－００５ ８．２１ｅ－００６

９ ２５．７５ ２５．７７ ２８．５９ ２８．５８ １０．７５ ８．９９ ２．５３ｅ－００５ ８．１５ｅ－００６

１１ ２４．２８ ２４．４０ ２７．１２ ２７．１９ １１．４２ ９．９９ ２．６５ｅ－００５ ８．６５ｅ－００６

０．０５ ７ ２７．２８ ２７．２６ ３０．１２ ３０．１２ １０．４４ ８．９３ １．４９ｅ－００５ ７．６５ｅ－００６

９ ２５．４９ ２５．５１ ２８．３３ ２８．３７ １１．６５ ９．０９ １．６８ｅ－００５ ７．４４ｅ－００６

１１ ２４．１２ ２４．１７ ２６．９６ ２６．９６ １１．９５ ９．１７ １．９４ｅ－００５ ７．４２ｅ－００６

０．１ ７ ２５．７４ ２５．９０ ２８．５６ ２８．６４ １１．４８ １０．０７ １．０１ｅ－００５ ７．４１ｅ－００６

９ ２４．７４ ２４．８１ ２７．５８ ２７．５８ １２．５０ １１．００ １．１０ｅ－００５ ７．６６ｅ－００６

１１ ２３．６３ ２３．８８ ２６．４６ ２６．５５ １３．８５ １１．０３ １．２９ｅ－００５ ７．８７ｅ－００６

０．２ ７ ２１．４４ ２１．４７ ２４．２８ ２４．３１ １５．９０ １４．１６ １．０７ｅ－００５ ７．２１ｅ－００６

９ ２１．１９ ２１．２６ ２４．０３ ２４．０６ １６．１３ １４．７２ １．１１ｅ－００５ ７．４１ｅ－００６

１１ １９．６２ １９．６１ ２２．４６ ２２．５３ １８．５８ １７．７５ １．１３ｅ－００５ ７．４７ｅ－００６

类似５１，图３，图４表明当对 Ｄｆ进行拟合时本文
方法的图像恢复质量较文献［９］有较为明显的提高．表
３，表４指出针对不同高斯噪声及退化函数支撑集，在绝
大部分情况下 ＳＮＲ、ＰＳＮＲ值高于文献［９］中结果，ＣＰＵ
运行时间及ＲｅＥｒｒ在任一情况下均被有效改进．

６ 总结

本文利用转换原始问题为等式约束优化问题推出

了一种基于ＧＮＣ和增广拉格朗日对偶的组合图像恢复
方法．以拟合 ｆ为例给出了具体算法及其收敛性证明．
该方法不仅可以获得有效的初始值，同时不要求问题

具有凸性和光滑性．更多地，一个自适应能量函数通过

对偶迭代而得到．第５部分给出了分别对 ｆ和Ｄｆ拟合
情形下的对比试验，结果表明本文推出的方法针对具

有边界整齐的图像具有较高的恢复性能．将来我们计
划利用ＧＮＣ、拉格朗日对偶等方法的改进形式［１３，１８，１９］

提高本文组合方法的恢复性能．
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